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ABSTRACT

Prime modules was introduced by Feller and Swokowski. In J. Dauns did a research about generalization of
prime modules and defined semiprime modules as weaker terms of prime modules. In other hand, Abu-
Saymeh studied characteristic ring of prime modules. Furthermore Behboodi, Karamzadeh, and Koohy
defined fully prime (semiprime) modules. Necessary and sufficient conditions for those type of modules was
also given. In this articles, we will discuss the result of Behboodi, et al. those are necessary and sufficient
condition for fully prime (semiprime) modules. Then the relation between prime modules and semiprime
modules is studied. At the end, we will prove a new theorem about necessary and sufficient conditions for
semiprime modules to be a prime modules with added some condition to semiprime modules’s annihilator.
Keywords : prime modules, semiprime modules, and fully prime (semiprime) modules

PENDAHULUAN

Seluruh gelanggang pada pembahasan ini adalah gelanggang komutatif dengan unsur satuan dan seluruh
modul M atas R adalah modul uniter. Suatu submodul sejati pada modul atas gelanggang komutatif dengan
identitas, disebut submodul prima jika memenuhi untuk setiap perkalian dari gelanggang dan modul yang
hasilnya merupakan unsur di submodul, maka mengakibatkan unsur di modul tersebut merupakan unsur di
submodul, atau perkalian dari gelanggang dengan setiap unsur di modul menghasilkan subhimpunan di
submodul tersebut. Suatu modul M # 0 disebut modul prima jika submodul nolnya adalah submodul prima.
Definisi ini pertama Kkali di perkenalkan oleh (Feller & Swokowski, 1965). Kemudian pada (Dauns, 1978)
memperumum definisi dari submodul prima dan juga mendefinsikan submodul semiprima sebagai
perlemahan dari submodul prima.

Suatu submodul prima (semiprima) juga dapat dilihat sebagai suatu ideal prima (semiprima). Pada (Abu-
Saymeh, 1995) tertarik untuk mengkaji tumpuan dari submodul prima (semiprima) dengan menambahkan
syarat pada tumpuan agar modul tersebut memiliki submodul prima (semiprima).

Kemudian pada (Behboodi et al., 2004) mendefiniskan modul prima (semiprima) penuh jika semua
submodulnya adalah submodul prima (semiprima). Pada (Behboodi et al., 2004) juga memberikan sifat-sifat
yang terkait pada kedua jenis modul tersebut. Serta syarat perlu dan cukup bagi modul prima untuk menjadi
modul prima penuh.

Pada artikel ini dikaji kembali hasil-hasil yang telah diperoleh oleh (Behboodi et al., 2004), dengan alur
yang berbeda. Pada (Behboodi et al., 2004), jelas suatu modul prima merupakan modul semiprima, tetapi
modul semiprima belum tentu modul prima. Hal ini menjadi menarik untuk dikaji lebih lanjut. Sehingga pada
artikel ini dibahas mengenai syarat perlu dan cukup bagi modul semiprima agar menjadi modul prima yang
ditinjau dari karakteristik pemusnahnya (Teorema 27).

METODE

(Behboodi et al., 2004) pertama kali memperkenalkan definisi dari submodul prima (semiprima), modul
prima (semiprima), dan modul prima (semiprima) penuh. Pada artikel ini dikaji kembali dan diberikan pula
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contoh dan sifat dari keempat jenis modul tersebut. Dibahas pula beberapa kesetaraan definisi dari modul
prima dan modul semiprima yang merupakan landasan dari permbahasan pada artikel ini.

Berikut diberikan definisi dari modul prima, contoh dari modul prima, kesetaraan dari modul prima serta
sifat-sifat dari modul prima. Tetapi sebelumnya diberikan terlebih dahulu definisi dari submodul prima.

Definisi 1. (Behboodi et al., 2004) Misalkan M modul atas R dan N submodul sejati di M. Submodul N disebut
submodul prima jika untuk setiap r € R dan m € M dengan rm € N makam € N atau rM € N.

Definisi 2. (Behboodi et al., 2004) Misalkan M # 0 modul atas R. Modul M disebut modul prima jika untuk
setiap r € R dan m € M dengan rm = 0,, maka m = 0,, atau r € Ann(M).

Contoh 3. Modul Q atas gelanggang Z.

Lema 4. Modul M # 0 atas R adalah modul prima jika dan hanya jika submodul {0,,} di M adalah submodul
prima di M.

Bukti.

(=) Misalkan M # 0 modul atas R adalah modul prima. Ambil submodul {0,,} di M dan ambil r € R danm €
M dengan rm = 0,. Karena M adalah modul prima maka m = 0,, atau r € Ann(M) ini berarti rM = 0y
sehingga rM < {0,,}. Akibatnya {0,,} adalah submodul prima di M.

(<) Misalkan submodul {0,,} di M adalah submodul prima di M. Ambil r € R dan m € M dengan rm = 0.
Karena {04} di M adalah submodul prima maka m = 0,, atau rM < {0,,} sehingga rM = 0,, atau rM = Q.
Jelas rM # @ akibatnya rM = 0, dan r € Ann(M). Jadi M adalah modul prima. =

Proposisi 5. Modul M # 0 atas R adalah modul prima jika dan hanya jika Ann(m) = Ann(M) untuk setiap
meM.

Lema 6. Modul M # 0 atas R adalah modul prima jika dan hanya jika setiap suku langsung sejati dari M
adalah submodul prima.

Teorema 7. Pemusnah dari suatu modul prima M atas R adalah ideal prima.
Teorema 8. Jika modul M atas R adalah modul sederhana maka Ann(m) = Ann(M) untuk setiapm # 0 € M.
Diberikan definisi tentang modul prima penuh beserta contoh dan sifat-sifat yang terkait.

Definisi 9. (Behboodi et al., 2004) Misalkan M modul atas R. Modul M disebut modul prima penuh jika setiap
submodul sejati di M adalah submodul prima.

Contoh 10. Modul Z, dengan p prima atas gelanggang Z.

Lema 11. Jika modul M atas R adalah modul prima penuh maka M adalah modul prima.

Bukti.

Misalkan M atas R adalah modul prima penuh. Dibuktikan M adalah modul prima. Karena M adalah modul
prima penuh maka setiap submodul sejati di M adalah submodul prima. Akibatnya submodul {0,,} di M adalah
submodul prima. Sehingga menurut Lema 4 modul M adalah modul prima. m

Menurut Lema 11 diketahui bahwa modul prima penuh merupakan modul prima. Tetapi pernyataan tersebut
tidak berlaku sebaliknya. Selanjutnya diberikan teorema yang menambahkan syarat pada modul prima agar
menjadi modul prima penuh

Teorema 12. Misalkan M # 0 modul atas R. Pernyataan berikut ekuivalen

1. M modul prima dan semisederhana
2. M modul prima penuh
3. modul semisederhana homogen.
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Selanjutnya diperkenalkan definisi modul semiprima dan modul semiprima penuh. Selain itu, diberikan
pula contoh, dan sifat dari kedua jenis modul tersebut dan beberapa definisi yang setara dari modul
semiprima.

Berikut diberikan definisi dari modul semiprima, contoh dari modul semiprima, kesetaraan dari modul
semiprima serta sifat-sifat dari modul semiprima. Tetapi sebelumnya diberikan terlebih dahulu definisi dari
submodul semiprima.

Definisi 13. (Behboodi et al., 2004) Misalkan M modul atas R dan N submodul sejati di M. Submodul N
disebut submodul semiprima jika untuk setiap r € R dan m € M dengan r?>m € N maka rm € N.

Definisi 14. (Behboodi et al., 2004) Misalkan M # 0 modul atas R. Modul M disebut modul semiprima jika
untuk setiap r € R dan m € M dengan r?m = 0,, maka rm = 0.

Contoh 15. Modul Q atas gelanggang Z.

Teorema 16. Misalkan M modul atas R dan N submodul sejati di M. Submodul N adalah submodul semiprima
jika dan hanya jika untuk setiap r € R dan m € M dengan r*m € N maka rm € N untuk setiap k € N.

Lema 17. Modul M # 0 atas R adalah modul semiprima jika dan hanya jika submodul {0,}di M adalah
submodul semiprima di M.

Bukti.

(=) Misalkan M # 0 modul atas R adalah modul semiprima. Ambil submodul {0,,} di M dan ambil r € R dan
m € M dengan r?m = 0,,. Karena M adalah modul semiprima maka rm = 0,, ini berarti r(rm) = 0,, sehingga
rm € 0y. Akibatnya 0,, adalah submodul semiprima di M.

(<) Misalkan submodul {0,,} di M adalah submodul semiprima di M. Ambil r € R dan m € M dengan r?m =
0y . Karena {0y} di M adalah submodul semiprima maka rm € {0,,}. Akibatnya r(rm) = 0,, sehingga rm =
0. Jadi M adalah modul semiprima. m

Teorema 18. Modul M atas R adalah modul semiprima jika dan hanya jika untuk setiap 0 #me M,
Ann(m) adalah ideal semiprima.

Diberikan definisi tentang modul semiprima penuh beserta contoh dan sifat-sifat yang terkait.

Definsi 19. (Behboodi et al., 2004) Misalkan M modul atas R. Modul M disebut modul semiprima penuh jika
setiap submodul sejati di M adalah submodul semiprima.

Contoh 20. Modul Z,, dengan p prima atas gelanggang Z.

Lema 21. Jika modul M atas R adalah modul semiprima penuh maka M adalah modul semiprima.

Bukti.

Misalkan M atas R adalah modul semiprima penuh. Dibuktikan M adalah modul semiprima. Karena M adalah
modul semiprima penuh maka setiap submodul sejati di M adalah submodul semiprima. Akibatnya submodul
{0y} di M adalah submodul semiprima. Sehingga menurut Lema 17 modul M adalah modul semiprima. =

Menurut Lema 21 diketahui bahwa modul semiprima penuh merupakan modul semiprima. Tetapi pernyataan
tersebut tidak berlaku sebaliknya. Berikut diberikan contoh penyangkal untuk pernyataan tersebut.

Contoh 22. Diberikan modul M = Q atas gelanggang R = Z. Ambil submodul sejati di M yaitu Z dan submodul
{04} di M. Dibuktikan Z bukan submodul semiprima di M. Pilih r =2 € R danm = i € Mdenganr’m=1€

Z. Perhatikan bahwa rm = % ¢ 7 sehingga Z bukan submodul semiprima di M. Selanjutnya dibuktikan {0,,}
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adalah submodul semiprima di M. Perhatikan bahwa untuk setiap € {R} dan m € M dengan r?m = 0, maka
rm = 0,. Akibatnya {0,,} adalah submodul semiprima di M.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berdasarkan Lema yang diberikan sebelumnya, jelas bahwa modul prima adalah modul semiprima,
namun belum tentu berlaku sebaliknya. Oleh karena itu menarik untuk diketahui syarat cukup bagi modul
semiprima agar menjadi modul prima dengan melihat karakteristik dari pemusnahnya.

Sebelum membahas keterkaitan modul prima dan modul semiprima diberikan terlebih dahulu keterkaitan
submodul prima dengan submodul semiprima.

Proposisi 23. Misalkan M modul atas R dan N adalah submodul sejati di M . Jika N adalah submodul
prima maka N adalah submodul semiprima.

Bukti.

Misalkan M modul atas R dan N adalah submodul prima di M. Dibuktikan N adalah submodul semiprima.
Ambil r € R dan m € M dengan r?m € N. Karena N adalah submodul prima maka m € N atau rM S N.
Akibatnya rm € N. Jadi N adalah submodul semiprima. m

Dari Proposisi 23 diketahui bahwa submodul prima merupakan submodul semiprima. Tetapi pernyataan
tersebut tidak berlaku sebaliknya. Berikut diberikan contoh penyangkal untuk pernyataan tersebut.

Contoh 24. Diberikan modul M = Zg atas gelanggang R = Z. Ambil submodul {0,} di M. Dibuktikan
submodul {0,,} adalah submodul semiprima tetapi bukan submodul prima. Ambil »r € R dan m € M dengan
r?m = 0, maka berlaku rm = 0,, sehingga {0,,} adalah submodul semiprima. Tetapi submodul {0,,} bukan
submodul prima. Jadi submodul {0,,} adalah submodul semiprima yang bukan submodul prima.
Selanjutnya dibahas mengenai keterkaitan modul prima dan modul semiprima.

Proposisi 25. Jika M modul atas R adalah modul prima maka M adalah modul semiprima.
Bukti.
Misalkan M modul atas R adalah modul prima. Dibuktikan M adalah modul semiprima. Ambil » € R danm €
M dengan r?m = 0,,. Karena M adalah modul prima maka m = 0,, atau r? € Ann(M).
e Jkam = 0, makarm = 0.
e Jikar? € Ann(M) dan karena menurut Teorema 7 Ann(M) adalah ideal prima maka r € Ann(M)
sehingga rm = 0.
Jadi M adalah modul semiprima. m

Dari Proposisi 25 diketahui bahwa modul prima merupakan modul semiprima. Tetapi pernyataan tersebut
tidak berlaku sebaliknya. Berikut diberikan contoh penyangkal untuk pernyataan tersebut.

Contoh 26. Diberikan modul M = Z¢ atas gelanggang R = Z. Dibuktikan M adalah modul semiprima tetapi
bukan modul prima. Menurut Lema 4 dan Lema 17 cukup diperhatikan submodul {0,,} di M. Perhatikan
bahwa submodul {0,,} adalah submodul semiprima tetapi bukan submodul prima. Jadi M adalah modul
semiprima tetapi bukan modul prima.

Selanjutnya diberikan teorema yang menambahkan syarat pada modul semiprima agar menjadi modul prima.

Teorema 27. Jika M # 0, modul atas R adalah modul semiprima dan Ann(m) adalah nil ideal untuk setiap
m € M maka M adalah modul prima.

Bukti.

Misalkan M modul semiprima dan Ann(m) adalah nil ideal untuk setiap m € M. Ambil r € R dan m e M
dengan rm = 0,, dibuktikan bahwa m = 0,, atau r € Ann(M). Jika m # 0, perhatikan bahwa modul M
adalah modul semiprima maka menurut Teorema 16 untuk setiap r € R, m € M dan k € N dengan r*m = 0,,
mengakibatkan rm = 0,,. Ini berarti jika r* € Ann(m) maka mengakibatkan r € Ann(m) dengan k € N.
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Perhatikan bahwa r* € Ann(m) dan karena Ann(m) adalah nil ideal maka terdapat n € N sehingga (r")n =

rkm = r$ = 0,, untuk suatu s € N. Akibatnya r* € Ann(M) dan karena M semiprima maka menurut Teorema
18 Ann(M) adalah ideal semiprima sehingga r € Ann(M). Jadi M adalah modul prima. m

KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan sebelumnya diperoleh kesimpulan yaitu suatu modul prima atas gelanggang
komutatif merupakan modul semiprima. Tetapi pernyataan ini tidak berlaku sebaliknya. Suatu modul
semiprima dapat menjadi modul prima jika pemusnah dari setiap elemen di modul tersebut adalah nil ideal.
Sehingga jika suatu modul semiprima yang pemusnahnya merupakan nil ideal, maka jelas modul tersebut
adalah modul prima.
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